Cahier de vacances Mathématiques ECG

Chers futurs étudiants, avant de nous rencontrer I'an prochain voici quelques exercices a
maitriser en vue de votre scolarité en classe préparatoire ECG.

Tout d'abord, il est bon de savoir que la calculatrice est interdite en mathématiques aux
concours. Vous ne l'utiliserez donc jamais I'an prochain. Revoir cet été le calcul est indispensable
afin que celui-ci ne soit pas un frein dans la résolution des exercices. Vous trouverez donc ici
quelques rappels concernant les régles de calcul et des exercices d'entrainement.

Vous trouverez également des rappels de résolution d'équation et des exercices
d'entralnement.

Il y aura une évaluation d'une heure peu coefficientée a la rentrée sur ce type d'exercices.
Rappelez-vous qu'il est plus utile de travailler réguliérement (2 exercices tous les jours durant un
mois) plutdt que de travailler intensément la veille de la rentrée. Ceci restera vrai durant I'année !

Je vous souhaite de bonnes vacances !

Mme Gauci



Les puissances

Si z est un nombre réel et n est un entier naturel différent de 0, alors on note :
" =xXT X XTXIT

ou dans la multiplication ci-dessus, le symbole x apparait n fois et le symbole x apparait n — 1 fois.

La notation =™ se lit indifféremment "z élevé & la puissance n" ou "z puissance n'" ou encore "z exposant n"
et on dit que n est placé en exposant de x dans cette écriture.
4
2 2 2 2 2 16
Par exemple, 2° =2x2x2x2x2=32¢et (=) == X=X =X - = —.
e, (3) 3737373781
De plus, on choisit, par convention, si z est un nombre réel, de poser z° = 1. Ce choix conventionnel est
effectué pour son coté pratique dans certains types de calcul, il ne faut pas chercher a lui attribuer du sens.

Le seul intérét de cette notation en exposant est de raccourcir ’écriture de calculs qui seraient longs et
fastidieux a présenter dans le cas contraire. Il est alors important de savoir manipuler efficacement cette notation
en connaissant pour cela quelques formules de calcul absolument immédiates. Si x et y sont des nombres réels
et n et m des nombres entiers naturels, alors on dispose des formules suivantes :

"M =X XT =T X XTXT XX T =a"g"
N p— \————
m+n fois m fois n fois

(zy)" = (zy) X - x(zy) =z X -+ xXTXYX- - xXy=2a"y"
———— S——

————
n fois n fois n fois
(Im)n:(:tm) x---x(m"‘):a:x---x:cx X EX X T =T XX =™
————— S—— —
n fois m fois m fois mn fois
n fois

Par exemple, 2° = 2213 =22 x 23 (3 x 5)% =3 x 5% et (21)? = 28.
On généralise cette opération au cas des exposants entiers relatifs pour des nombres réels différents de 0.

Si x est un nombre réel différent de 0 et si n est un nombre entier relatif strictement négatif, alors on note :

n

"= ) "=z x o xaz7!

—n fois

Il convient également de respecter des priorités opératoires lorsque I'on présente des calculs faisant in-
tervenir a la fois les opérations arithmétiques et les exposants : les puissances sont prioritaires sur toutes les
opérations arithmétiques et dans le cas de plusieurs exposants consécutifs, en I'absence de parentheses, les
exposants se calculent du haut vers le bas.

Par exemple, 5 x 23 =5 x 8 =40 et (5 x 2)® = 10® = 1000 et 22* — 28 — 256 alors que (22)3 = 26 = 64.

Il est important d’observer qu’a cause de ces priorités, lors de 1’élévation d’un nombre négatif & une certaine
puissance, il est nécessaire d’utiliser des parentheses pour éviter tout risque d’ambiguité.

Par exemple, (—2)* = (=2) x (=2) x (=2) x (=2) =16 et -2 = -2 x 2 x 2 x 2 = —16, donc (—2)* # —2%.
Enfin, le cas particulier des puissances de 10 est la source de ce que I'on appelle la notation scientifique,
qui est une maniere adaptée d’écrire les nombres qui sont soit trés grands, soit trés proches de 0.

Par exemple, 3000000000000 est un nombre gigantesque un peu long a écrire mais on peut constater qu’il
est égal, sous une forme plus condensée, & 3 x 10'2. De méme, observons que 0,000 000000000 7 est un nombre
tres proche de 0 qui peut s’écrire de fagon plus courte sous la forme 7 x 10712,

En particulier, observons que pour m = 0, la premiére formule donne 27" = — = —.

. . . . 1 .
On peut comprendre les raisons d’étre de la notation 2~ pour désigner I'inverse — d'un nombre réel différent

T
de 0 ainsi que la convention de poser z° = 1. Gréce & ces choix, toutes les écritures sont cohérentes par rapport
0
- x _ _ 1 _ _
aux formules précédentes : on a par exemple — = — = 7l =z letax —=al xa ="t =20 = 1.
r x



Les fractions

L’opération de division s’écrit le plus couramment sous forme de fraction, qui est une notation dans laquelle
deux nombres sont superposés verticalement et séparés par un trait horizontal.

Si x est un nombre réel et y est un nombre réel différent de 0, alors la fraction désignant le résultat de la

division de x par y est la notation :
x

Y
composée d'un numérateur z, d'un dénominateur y et d'un trait de fraction horizontal les séparant.

Cette notation est particulierement commode pour manipuler la notion d’inverse : il suffit pour cela d’échan-

x
ger le numérateur et le dénominateur. Si z et y sont des nombres réels différents de 0, alors (—) = g.
Yy

x
2\7' 3 w2
Par exemple, on a (§> =3 et (5) =

Parmi ces fractions, on distingue tout particulierement celles dont le numérateur et le dénominateur sont
des nombres entiers, puisque dans ce cas elles correspondent a ce que nous avons appelé des nombres rationnels.

Si p est un nombre entier relatif et ¢ est un nombre entier naturel différent de 0, on dit donc que d est une
q

fraction rationnelle.

Il existe plusieurs regles de calcul absolument fondamentales dans la manipulation des fractions et des
opérations arithmétiques. Il n’est pas envisageable d’éprouver la moindre difficulté avec 1'une ou l'autre des ces
regles de calcul que l'on passe en revue ci-dessous.

Tout d’abord, les facteurs communs au numérateur et au dénominateur d'une fraction sont simplifiables.
Si z est un nombre réel et si a et y sont des nombres réels différents de 0, alors :

8 2x4 2Zx4 4
Par exemple, — = = = -
6 2x3 2Zx3 3
La notation de fraction peut tout a fait, comme dans le second exemple ci-dessus, étre utilisée avec un
numérateur et un dénominateur qui sont eux-mémes des fractions. Dans ce cas, il est important d’effectuer des
traits de fractions de longueurs différentes pour éviter les éventuelles ambiguités, en écrivant par exemple :

et

=[N
|
~=
X
w
Il
><
w
Il
|

P
z2+1
T

1+ 241

En particulier, on prendra garde en général a ne surtout pas confondre

Il est essentiel de ne pas utiliser cette regle de simplification n’importe comment, il s’agit bien

précisément d’une simplification de facteurs communs au numérateur et au dénominateur et en aucun cas
d’autre chose que de facteurs communs.



Convenons dés maintenant qu’il ne viendra en particulier a 'idée de personne de proposer des simplifications

2+3 2+3 26 +3 243
=—=30u —— =

totalement farfelues du type = 2x. Le fait de voir un méme nombre

de part et d’autre d’un trait de fraction n’est pas suffisant pour pouvoir les simplifier, encore faut-il que les
opérations soient les bonnes.

Cette régle de simplification conduit a dégager, dans le contexte évoqué ci-dessus des fractions rationnelles,
la notion de fraction irréductible : on dira qu'une fraction rationnelle b est irréductible si les nombres entiers

q
p et ¢ n’ont pas de facteur commun qui soit un nombre entier (autre que 1 bien siir). Alors toute fraction
rationnelle est égale & une unique fraction irréductible que I'on obtient en simplifiant le plus possible les facteurs
communs au numérateur et au dénominateur.

90 2x45 45 3Fx15 15 jFx3 3
Par exemple, — = = — = = — = = —.
120 2x60 60 3Fx20 20 Bx4 4

En classe préparatoire, lorsque la réponse a une question posée fait intervenir une fraction rationnelle, on
attend en général que celle-ci puisse étre présentée sous forme de fraction irréductible, simplifier les fractions

qui ne sont pas irréductibles est donc une bonne habitude a prendre.

Cette technique de simplification des fractions peut alors étre utilisée en sens inverse pour additionner des
fractions en utilisant une opération dite de mise au méme dénominateur.

Si a et ¢ sont des nombres réels et b et d des nombres réels différents de 0, alors :

axd bxe ad be ad+be

C
d bxd bxd bd b bd

_|_

a
b

P ) 2 4 2x5 3x4 10 12—22‘51 1 3 2 1
arexemple, 3¥ET 15 T 15 1515 1502 3 6 6 6
Ensuite, les produits de fractions se manipulent simplement en effectuant séparément des multiplications
entre les numérateurs et entre les dénominateurs.

Si a et ¢ sont des nombres réels et b et d des nombres réels différents de 0, alors :

ac

bd

a ¢
b d

Par exemple,

3 o 7T 3xT7 21
475 4x5 20
Enfin, les quotients de fractions se raménent & des multiplications en utilisant les inverses.

Si a est un nombre réel et b, ¢ et d des nombres réels différents de 0, alors :

izgxl:gx(f)_lza—xgzﬂ

S b5 b d b ¢ be
3 3 5 3x5 15

Parexenlple,§=ZX§=4x2_§



Les racines carrées

Il est important de connaitre les regles de manipulations opératoires liées aux fonctions usuelles. Pour
les fonctions carré, inverse et cube qui sont définies par des opérations purement arithmétiques, ce sont les
propriétés habituelles des opérations, comme les puissances, qui ont déja été passées en revue antérieurement.
Pour les fonctions racine carrée, logarithme népérien et exponentielle, il existe un certain nombre de propriétés
calculatoires en interaction avec les opérations arithmétiques qu’il est fondamental de maitriser sans hésitation.

Proposition 0.1 : Propriétés arithmétiques de la fonction racine carrée
Soient a € Ry et b € R,. Alors va x b= y/a x Vb.
Soient a € Ry et b € RY.. Alors \/Ez ﬁ.
boVb

Démonstration. Soient a € Ry et b € Ry. Alors a x b € Ry
Donc chacun des trois nombres +/a, Vb et Va x b existe.
De plus, \/a € R et Vb € Ry, donc par régle des signes, Va x Vb eR,.
Enfin, par propriété des puissances, (v/a x vb)? = (v/a)? x (Vb)? = a x b.
Donc v/a x Vb est un nombre réel positif ou nul dont le carré vaut a x b.

Donc par définition, va x b = v/a x Vb.

a a
Soient a € Ry et b € RY. Alors 3 € R,. Donc chacun des trois nombres /a, Vb et \/; existe.

a
€R+.

va
Vb

De plus, \/a € R et Vb e R?, donc par regle des signes,

2
. ss1 2 . a
Enfin, par propriété des puissances, | ~—= | = = —.

Vb

Ja A . a
~— est un nombre réel positif ou nul dont le carré vaut 7

Vb
Donc par définition, \/E = ﬁ O
b Vb
v oo

vu

Donc

A Il n’est pas vrai que pour tout a € Ry, pour tout b € Ry, vVa+ b= /a + Vb.

Par exemple, sia=1etb=1,alors Va+b=v2et Ja+Vb=VI+V/I=1+1=2.

Il est donc absolument essentiel de bien faire la différence entre les opérations arithmétiques + et x dans le
cadre de la manipulation de racines carrées.

Exemple 0.2

Les propriétés arithmétiques de la fonction racine carrée permettent de nombreuses simplifications dans
des calculs variés. En particulier, pour les racines carrées de nombres entiers naturels, on peut simplifier ce
que 'on appelle les facteurs carrés sous la racine.

Par exemple, V12 = /A x3 =4 x V/3=2y3 car4 =22 et 2 > 0.

Ou encore V18 = /I x 2=v9x v/2=3V2car 9=32 et 3> 0.

De telles simplifications sont souvent recommandées lors de la résolution d’équations du second degré.
Considérons par exemple 1’équation 2 — 2z — 1 = 0.

Le trindme 22 — 22 — 1 a pour discriminant A = (—2)% —4 x 1 x (—1) +4 =8 > 0 donc I'équation

=4
2-/8 7k

1%

2% — 22 — 1 = 0 posséde deux solutions données par x, =

OrvV8=VAx2=vV4Axv2=2/2card4=2%2¢t2>0.

2-2v2  2(1-V2) 24+2v2 21+4V2)
5 = 5 —1—\/§et9:2— 5 = 5 =1+2.

Donc 2, =



Exemple 0.3

Il faut également savoir simplifier 'expression du quotient d’'un nombre positif par sa racine carrée.
2
.Alorsi=(‘/§) =)/§X\/§=
NN Vi
!
5 NG

Soit z € R T.

2
E:ﬁet

Par exemple,

Enfin, il existe une technique de simplification des expressions faisant apparaitre une somme ou une différence
de deux racines carrées au dénominateur d’une fraction utilisant le concept de quantité conjuguée.

Sia € Ry et b€ Ry, alors on dit que /a + Vb et Vva— Vb sont deux quantités conjuguées I'une de I'autre.

Proposition 0.4 : Produit de quantités conjuguées

Soient a € Ry et b € Ry. Alors (va+ vb)(y/a—vb) =a—b.

Démonstration. Par identité remarquable, (va + vb)(v/a — Vb) = (ya)?> — (Vb)2 =a — b. O

Cette formule permet de simplifier des fractions contenant une expression du type \/a + v/ ou y/a — Vb au
dénominateur, en multipliant au numérateur et au dénominateur par la quantité conjuguée du dénominateur.

Exemple 0.5
o V3-V2 _V3-v2 o o
Ot BrvE T (Ao vBWaTVD | s-2 TV VE
2 __ 2AV5-VB) :2(\/5—\/??):2(\/5_\/3}):\/5_\/5
VB+v3 (V5 —V3)(V5+V3) 5-3 2 :
V2-1_ (V2-1)(vV2-1) (V21 o, .
V2+1 (V2-1)(vV2+1) 2-1 =(V2-1)P=3-22

De méme,

Ou encore,



Exponentielle et In

Proposition 0.6 : Propriétés arithmétiques de la fonction logarithme népérien
Soient a € RY et b € R*. Alors In(a x b) = In(a) + In(b).

En conséquence, In (%) = In(a) — In(b) et en particulier, In (i) = —In(a).

Démonstration des conséquences. On a In (a) = In (% X b) =In (%) + In(b), donc In (%) = In(a) — In(b).

Done In (2) — In(1) — In(a) = 0 — In(a) = — In(a). O

Proposition 0.7 : Propriétés arithmétiques de la fonction exponentielle

Soient @ € R et b € R. Alors e®t? = 2 x ¢b.
a

p _ € A _
En conséquence, e® % = — et en particulier, e™*
e

, . . _ _ _ e’
émonstration des conséquences. On a e = e =e e’ donc e = — care .
D tration d éq (0] a (a=b)+b — ga=b 5 cb ¢ a—b ; b4
e

0
a:eo_a:e_—l O

Donc e~

er e’
Remarque 0.8 En particulier, pour tout a € R%, In(a?) = 2In(a) et pour tout a € R, (e*)? = 2.



Equations

Une équation est une égalité entre deux formules mathématiques, faisant intervenir au moins une variable,
souvent mais pas toujours notée xz, que l'on appelle I'inconnue et une inéquation est une inégalité du méme

type.
Résoudre une équation, ou une inéquation, signifie déterminer, s’il en existe, toutes les valeurs de I'inconnue
el el b b
pour lesquelles I'égalité, ou 'inégalité, étudiée est vérifiée, et ce de maniere argumentée.

Tout résolution d’équation ou d’inéquation se rédige en trois étapes obligatoires :
e La détermination du domaine de résolution, c’est-a-dire de 'ensemble de toutes les valeurs de 'inconnue
pour lesquelles les expressions mathématiques apparaissant dans I’équation ou I'inéquation sont correctement

définies. Le domaine est parfois donné dans 'énoncé : dans ce cas, et dans ce cas uniquement, cette étape
peut étre ignorée.

e La résolution proprement dite de I'équation ou inéquation étudiée par une méthode appropriée qui repose le
plus souvent sur des mélanges de raisonnements par équivalences successives et éventuellement de disjonctions
de cas.

e La rédaction d’une conclusion donnant I’ensemble des solutions de ’équation ou inéquation étudiée.
La réponse finale doit étre | encadrée | a la regle, avec exactement quatre traits.

Tout d’abord, la question de la détermination du domaine de résolution d'une équation est liée aux trois
opérations interdites en mathématiques que sont : la division par zéro, le calcul de la racine carré d’'un nombre
réel strictement négatif et le calcul du logarithme népérien d’un nombre réel négatif ou nul.

Autrement dit, il existe trois contraintes relatives a ces opérations :
x
e Siz,y € R, alors — est correctement défini a condition que y # 0.
Yy

e Si z € R, alors /7 est correctement défini & condition que = > 0.

e Si z € R, alors In(z) est correctement défini a condition que x > 0.

Ainsi, dans une résolution d’équation, si aucune opération de division, racine carrée, ou logarithme népérien
n’apparait, alors le domaine de résolution est D = R. Sinon, il faut mener une analyse au cas par cas des trois
conditions énoncées ci-dessus afin de déterminer le domaine de résolution D.

Ensuite, les techniques de résolution d’équations font principalement intervenir des raisonnements par équi-
valences successives dont nous rappelons les principaux ci-dessous (la plupart relévent de la partie précédente).

e Ajouter membre & membre une constante :
Vae RVYbeRVeeRa=b<=a+c=b+c
e Multiplier membre & membre par une constante non-nulle :
Vae RYbeR,Vee R, a=b<=axc=bxc
e Elever au carré membre & membre, & condition que tous les termes soient positifs :
Va€Ry,Vb € Ry, a=b+= a®= b

e Prendre membre & membre 'image par une fonction usuelle sans effectuer d’opération interdite :

VaGR*,VbER*,a:b@l:%
a

VaeR,,VbeR,,a=b< Va=b
Va € R, ,Vb € R ,a =b <= In(a) = In(b)
VaeR,VbeR,a=b+= e =¢



Observons que la premiére des propriétés citées ci-dessus permet systématiquement de "passer tous les termes
de I’équation du méme c6té" et de se ramener & une équation de la forme f(z) = 0.

Ce type d’équation est souvent favorable, car il existe des régles de calcul permettant de déterminer a
quelle(s) condition(s) une quantité est nulle, en particulier lorsqu’elle s’exprime sous forme d’un produit ou
d’un quotient.

Proposition 0.76 : Régle du produit nul

Soient a,b e R. Alorsax b=0<=a=00ub=0.

Un produit de facteurs est nul si, et seulement si, I'un des facteurs au moins est nul.

Proposition 0.77 : Régle du quotient nul

SoientaG]RethR*.Alors%:O{::wl:().

Un quotient est nul si, et seulement si, son numérateur est nul.

Ces observations permettent de cibler les opérations intéressantes pour la résolution purement algébrique
d’une équation du type f(z) = 0. Il est recommandé dans une telle situation de privilégier les opérations :

e de factorisation, pour tenter d’exprimer f(x) sous forme d’un produit et lui appliquer la régle du produit nul.

e de réduction au méme dénominateur en présence de fractions, pour tenter d’exprimer f(z) sous forme d’un
quotient et lui appliquer la regle du quotient nul.

Enfin, nous avons déja eu l'occasion d’observer que la technique d’élévation au carré d’égalités a termes
positifs pouvait étre I'occasion de I'introduction de raisonnements par disjonction de cas dans le courant de la
résolution d’'une équation.

La liste de techniques générales présentées ci-dessus permettra de venir a bout de presque toutes les situations
rencontrées en classe préparatoire. N'oublions pas d’ajouter que certaines catégories d’équations ont été résolues
de maniere systématique au lycée et que I'on suppose que les méthodes de résolution associées sont connues : il
s'agit des équations affines et des équations du second degré.

e Une équation affine est une équation de la forme ax +b =0, avec a € R et b € R, définie sur D = R.
Si a # 0, alors on résout une telle équation par équivalences successives.

Onaam+b:0<:>az:—b<:>x:—é,donc S:{—é}
a a

Si a = 0, alors I'équation est équivalente & b = 0.
Donc si a = 0 et b= 0, alors cette équation est vérifiée pour tout = € R, donc
Et sia =0 et b # 0, alors cette équation est fausse pour tout € R, donc

e Une équation du second degré est une équation de la forme az? + bz + ¢ = 0, avec a € R* et b,c € R,
définie sur D = R. Une telle équation peut étre résolue par le calcul du discriminant A = b? — 4ac.

Si A <0, alors

Si A =0, alors S:{ b}

2

i A 1 =
Si A > 0, alors % %a

S_{—b—\/Z —b+\/5}

Que ce soit pour les équations affines ou les équations du second degré, on attend systématiquement une
résolution explicite au cas par cas avec les calculs intermédiaires menant a I’ensemble des solutions, il ne s’agit
pas de se contenter de donner la réponse.

Enfin, il est particulierement recommandé avant d’écrire une conclusion de vérifier que les solutions trouvées
appartiennent bien au domaine de résolution de I’équation d’une part et sont bien effectivement des solutions de
I’équation posée d’autre part. Lorsque cette vérification se passe bien, cela ne garantit pas que la résolution est
correcte, mais en revanche, lorsque la vérification ne fonctionne pas, on détecte ainsi nécessairement une erreur
de calcul ou de raisonnement et dans ce cas il faut impérativement recommencer la résolution de 1'équation.



Exemple 0.78: Résolution de I’équation 7 — 2z = 3z + 2

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.
Résolution : On résout dans le domaine 'équation par équivalences successives. Pour tout = € R :

T—2r=3x+2<=7—-2=3zx+2x<=5=5r<=x=1

Conclusion : L’ensemble des solutions est donné par |S = {1}.

2
Exemple 0.79: Résolution de I’équation - =1
xr

2z
Domaine : L’expression

1
+2 existesiz —2#0.0rz —2#0 < x # 2.
Donc le domaine de résolution est D =] — o0, 2[U]2, +o00[= R\ {2} (on dit que 2 est une valeur interdite).

Résolution : On résout dans le domaine 'équation par équivalences successives. Pour tout x # 2 :

2x+1
r—2

=3=2r+1=3z-2)<=22+1=3xz-6<=2r-3x=-06-1<— -—-z=-T<=z="7

Or 7 € D, donc 'équation a une unique solution donnée par = = 7.

Conclusion : L’ensemble des solutions est donné par |S = {7}.

2 1
Exemple 0.80: Résolution de I’équation s =2

r—2

. . 2z
Domaine : L’expression

+21 existe siz —2#0.0rz—2# 0z # 2.
Donc le domaine de résolution est D =] — 00, 2[U]2, +oo[= R\ {2} (on dit que 2 est une valeur interdite).

Reésolution : On résout dans le domaine 1'équation par équivalences successives. Pour tout = # 2 :

2 1
m+2 =2=2r+1=20z-2)=2x+1=2r-4<=2xr—-2r=—-4-1<0=-5
T —
Or la propriété 0 = —5 est fausse, donc en vertu du principe de raisonnement par équivalence, on en déduit

o2z 41 ,
que pour tout z # 2, 'égalité 7 = 2 est fausse également.
T —

Donc 'équation n’admet aucune solution.

Conclusion : L’ensemble des solutions est donné par

Exemple 0.81: Résolution de I’équation 2* = z

Domaine : En l'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : On résout dans le domaine 1'équation par équivalences successives. Pour tout z € R :

==’ -r=0zr-1)=0<=2=00uz—1=0<=>z=00uz=1

On a utilisé une factorisation judicieuse suivie de la régle du produit nul, plutot que d’utiliser la méthode
de résolution des équations du second degré qui aurait pris plus de temps sur cet exemple.

Conclusion : L’ensemble des solutions est donné par |S = {0, 1}.



Exemple 0.82: Résolution de ’équation z? = z + 2

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : On se ramene a une équation du second degré. Pour tout x € R :

=42 2>—2-2=0

Or le trindme z? — x — 2 a pour discriminant A = (—1)2 —4x 1 x (=2) = 1+ 8 = 9 > 0, donc I'équation
) —(-1)-v9 1-3 _1et—(—1)+\/§_1+3

—5=2—10 ede d lutions donné = =%
TE=0 possede deux solutions données par 7 7 5 5

Conclusion : L’ensemble des solutions est donné par |S = {—1, 2}.

-1
Exemple 0.83: Résolution de I’équation il
ar

rz—1

. q xr—
Domaine : L’expression

existe si x # 0 et I'expression

a T existe si x — 1 # 0, soit = # 1.
Donc le domaine de résolution est D =] — 00, 0[U]0,1[U]1, +o0[= R\ {0, 1}.
Résolution : On résout dans le domaine 1'équation par équivalences successives. Pour tout z € R\{0,1} :

1 1
A xl<=>(z—l)zzzz<=>w2—2x+1=x2<=>—2x+1=0<=>2w=1<=>:c=5
X X —

1 1
Or 3 € D, donc I'équation possede une unique solution donnée par x = 2"

1
Conclusion : L’ensemble des solutions est donné par |S = {5}

o Exercice 1 Résoudre méthodiquement chacune des équations suivantes :

3 __L (9) 22 =2—1 20 -1
(1) Jo-2=—jz+2 (7)) 57 =0
9 r—1 xz+1 (10) 322 +52+2=0 (18) 1 1 .
() 3 B 4 .L'2+]__ .
8 16
(11) 22— -2+ —=0 )
T—2 3 9 T+ x—2
®) e2=73 i
(12) 22 =22 —-4=0
(1) gm;§=2 (20) In(z) —In(z —1) =1
X
(13) (z+1)(2%> -3x+2)=0 1
(21) In (x+ —) =1In2
(5) 5+ 4 =6 T
z -1 r+1
(14) 250 =
v (22) In(3z — 22%) =0
(6) 22 = —3x
r+1
2 (15) -1 =—T (23) 6412—1= %
(7) 22 = 16
z+1 x+4+4 et —1 1
2 = 9; 1 = 24 = -
(8) 22 =2x+3 (6);1:+3 12 ( )e“’+1 2



Techniques usuelles

Les opérations les plus courantes pour la résolution d’inéquations par le calcul direct sont les suivantes :
e Ajouter une méme expression de part et d’autre du signe <, >, < ou >

Sbr —2>3<=br>3+2

e Multiplier par une méme expression strictement positive de part et d’autre du signe <, >, < ou >

%Tr<14=>3:c<4

e Multiplier par une méme expression strictement négative de part et d’autre du signe <, >, < ou >
et changer le sens de I’inégalité

3
—Im<1<=>3m>—4

e Se ramener a une étude de signe en passant tous les termes du méme coté.
22-2<2«=22-4<0

Factoriser ou réduire au méme dénominateur 'expression a gauche de l'inéquation, puis utiliser un
tableau de signe pour résoudre 'inéquation :

2?2 -4<0<= (z-2)(z+2)<0

T —00 -2 +00
signe de = — 2 - - 0 +
signe de = + 2 — 0 + +
signe de (z — 2)(z + 2) + 0 - 0 +

(z—-2)(z+2)< 0= -2<zx<2

e Construire un tableau de signe pour résoudre les inéquations du second degré (en passant au préalable
par le calcul du discriminant).

e Utilisation de la fonction logarithme népérien pour simplifier des exponentielles et réciproquement.

\

o Exercice 2 Résoudre méthodiquement chacune des inéquations suivantes :

3

1 g7

5=

1
—x
2

-2

(7) 22 =22 —15<0

(8) 4z > 2% +4

(13) In(In(z)) < 0

(14) (In(x))* <1

(2) (z-1)(2z-6)<0

2 _ 94 _ 1-— 1
3) 2z — 1 o (9) 2° —2x—-1<0 (15) an +z 0
3x+2 ~ l+z -z
2¢ —1
(10) ——>1-2 . .
(4) T o - (16) e * < e~ (@+D)
r—1
1 3
11) < et —e ™ 1
5) 2% < — ( —-1- 17) ———— < =
(5) z° < —= -1~ 2+3 (U7 == <5
x2 2 2 2
(6) ? > 10 (12) 22 <z (18) 2e—47" > o=



Exercice 3 Ecrire sous forme de fraction irréductible les quantités suivantes :

@l 1,1 4.2 1.2 ) 25 20 10

3 4 6 3 5 3 3 9 12 216 216
0 5x 2 raxl (1 Ex1i3.3 0 (3) +3x (2) <1
(C)§X%+% (g)g—gx§+% (k)—30x2§7—10x%+20x%
e S CHR GRS

Exercice 4 Simplifier, pour n € N, les expressions suivantes :

(a) (=1)* (c) 2n+t —2n
(b) (_1)2n+1 (d) 2 x 4™ — 2211

(e) 3x (=2)" + (-2)"*!
(f) 9n+2 _ 9n+1 + 2% 32n

Exercice 5 Simplifier les expressions suivantes :

V8 AT 1-v2)(1+V2
(a) 5 (d) it (9) ( )( )
») V24 (e) 4V/32 - 5V8 (h) (5-3v2) x (5+3V2)
2v2 VA9 + V25
(c) \/(=3)2 (f) VI9 — /35 (7) (\/2—\/_—\/2+\/§)2
o Exercice 6 Simplifier les expressions suivantes pour qu’il n’apparaisse plus de racine carrée au dénominateur.
() —— © 1-v2 © 2+V3 1-V3
VT+5 1+v2 1-vV3 243
4 2+/3 1-v3 2-3V3
(b) 1+\/g (d) 2_\/3 (f) \/§+1_\/§_1
Exercice 7 Simplifier les expressions suivantes :
(a) (a+b)?—2(a+b)(a—>b)+ (a—0b)? (d 1-a)?-21—-a)+1
(b) (a+b)*—(a—b)? (€) (2a+1)* - (2a—1)?
(c) (a—Db)?+ 4ab (f) a®> +2a(1 —a)+ (1 —a)?
Exercice 8 Simplifier les expressions suivantes :
a) n24+In3+Inb 3 1 1 1 2 3
() (c) Eln2+§ln (5) (e) In (5) +1n (g) +1In (Z)

(b) 4In2 —2In3

(d) 2In (1+ %) +1In3—-2In2

(f) In((2+v3)*) +In((2 - V3)?)



Corrections

3 1
Exercice 1 (1) Résolution de I’équation 3%~ 2= —57 +2

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : On a : gm—22—3z+2<:> g,m+%x:2+2<:>2x:4<:>m:2.
Conclusion : On a donc m
(2) Résolution de I’équation r; ! = TI !
Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.
Résolution: Ona: 3 Lz I L 4(0—1) = 3(a+1) e dr—d = 3043 = do—30 =T > 2 = 7
Conclusion : On a donc m
(3) Résolution de I’équation ;_T_ 5 = -3
Domaine : Le quotient - ; existe si 4+ 2 # 0, soit z # —2. Donc D = R\ {—2}.
Résolution : On a ;; =-33¢=r-2=-3r+2)=2r-2=-3r—-06=r+3r=2-06<=

e = 4= rv=-1
De plus, —1 € D.

Conclusion : On a donc |S = {—1}.

b6r—2
3r+2

(4) Résolution de I’équation

6
Domaine : Le quotient
3v+2

2 2
existe si 3z + 2 # 0, soit x # -3 Done D =R\ {3}

6x — 2

3z + 2
Or la proposition —2 = 4 est fausse, donc il ne peut pas y avoir de solution.

Conclusion : On a donc

Résolution : On a : =2=060-2=23r+2)=06r—-2=0r+4 < -2=4

(5) Résolution de I’équation 5 + pr 6
z—

4
Domaine : Le quotient 1 existe si x — 1 # 0, soit @ # 1. Donc D =R\ {1}.

4
Résolution : Ona5+:=6<:> 1:1<:>4=z—1<:>a::5

T —
De plus, 5 € D.

Conclusion : On a donc m
(6) Résolution de I’équation z? = —3z
Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : Onaz?=-3r<=2>+3r=0<=2(r+3)=0«<=z=00uz+3=0<=2=0o0u
r=-3.

Conclusion : On a donc |S = {-3,0}.
(7) Résolution de I'équation 2% = 16
Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution: Onaz?=16<=22-16=0<=22-42=0<= (r—4)(z+4) =02 —-4=0o0u
r+4=0r=4ouzr=—-4



Conclusion : On a donc |S§ = {—4,4}.

(8) Résolution de I’équation z2 = 2z + 3

Domaine : En l'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : Ona2?=22+3 < 22 —-22-3=0.
Or le trinéme 2% — 2z — 3 a pour discriminant A = (—=2)? =4 x 1 x (=3) = 4+ 12 = 16 > 0 donc ’équation

2% — 22 — 3 = 0 admet deux solutions données par

2-y16 2-4 ) t2+\/E 244 3
_— = = — et —m= — = .
2 2 2 2

Conclusion : On a donc |S = {-1,3}.

(9) Résolution de I’équation z

2=z—-1

Domaine : En 'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution: Onaz?=z—-1<=22—2+1=0.

Or le trinéme =

1‘2

2 — 2+ 1 a pour discriminant A = (=1)2 —4x1x1=1-4 = —3 < 0 donc I'équation

— 2z + 1 =0 n’admet pas de solution.

Conclusion : On a donc

(10) Résolution de ’équation 3z% + 5z +2 =0

Domaine : En l'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : Le trindme 322 + 5z 4+ 2 a pour discriminant A = 5% —4 x 3 x2=25—-24 =1 > 0 donc

—5-V1 “5+V1_ 2

I'équation 322 4 5z + 2 admet deux solutions données par ———— = —1 et =—-.

Conclusion : On a donc {~g,~1}.

2x3 2x3 3

3

16

(11) Résolution de ’équation 2% — §1: +—=0

3 9

Domaine : En l'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

9

2
8 16 8 16 64 64
Résolution : Le trindme 22 — §x+ — = 0 a pour discriminant A = (g) —4x1x 99 9= 0

donc I'équation z

(12)

(14)

Conclusion : On a donc |S = {—}

16
— -+ — = 0 admet une unique solution donnée par

3 9

2

N |wioo

4
5

4
3

Résolution de I’équation 22 — 2z —4 =0
Domaine : En I’absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.
Résolution : Le trindme z? — 2z — 4 a pour discriminant A = (—2)2 =4 x 1 x (=4) =4+ 16 =20 > 0

2—4/2 2 2
V0 24V _ | e

donc I'équation 2 — 2z —4 = 0 admet deux solutions données par — = 1—V5et 2

Conclusion : On a donc ‘S ={1- V5, 1+ \/5} ‘
Résolution de I'équation (z + 1)(z? — 3z +2) =0

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, on a D = R.

Résolution : D’aprés la régle du produit nul, (z+1)(z? =3z +2) =0<= 2 +1=0o0uxz? -3z +2=0.

Le trinéme z% — 3z + 2 a pour discriminant A = (=3)2 =4 x1x2 =9 —8 = 1 > 0 donc I'équation

3-V1 . 3+V1
B 2

1et
) e

Puis £+ 1 = 0 <= 2 = —1. Donc I'équation étudiée admet trois solutions données par —1, 1 et 2.

Conclusion : On a donc |S ={-1,1,2}.

1
Résolution de I'équation T ;=
T

=2.

22 — 3z + 2 = 0 admet deux solutions données par




1
z+1 existe si z — 1 # 0, soit  # 1. Donc D =R\ {1}.

Domaine : Le quotient

r+1

Résolution : On a =r<zr+l=c@r-1l)<=r+l=2>-2=22-22-1=0

Tz —
Or le trindme x2 — 2z — 1 a pour discriminant A = (=2)2 —4 x 1 x (=1) = 4+ 4 = 8 > 0 donc 'équation

2_2\/§:1—\/§et2+2\/§:1+\/§.

22 — 22 — 1 = 0 admet deux solutions données par

Deplus,1—\/§€Det1+\/§€Dcar\/§5£0.

Conclusion : On a donc ‘S ={1-v2,1+2}. l

Résolution de I’équation

=—x
. oo+l . .
Domaine : Le quotient 1 existe si  — 1 # 0, soit  # 1. Donc D = R\ {1}.
, . r+1 2 2
Résolution : On a 1 =—zr<=rtl=-a@-1l)<=zr+l=—a"4rv <= 2°=-1
Or pour tout = € R, 22 > 0, donc I'équation 2> = —1 n’admet aucune solution.
Conclusion : On a donc
Résolution de 1’équation vl v+ 1
z+3 x+2
1 4
Domaine : Le quotient z i 3 existe si  + 3 # 0, soit x # —3 et le quotient Tt 2 existe si  + 2 # 0,
T x
soit = # —2. Donc D =R\ {—4, —3}.
, . z+1 T +4 2 2
Résolution: Ona 3= 712 — (z+1)(x+2) = (z+3)(z+4) <= 2°+3x+2 =2+ Tz +12 <
T x
10 5
8r+2=Tr+12¢>2-12=Te-32¢= -W0=de ¢z =— <= .
5
De plus, —3 e D.
5
Conclusion : On a donc |S = {5}
2z —1
Résolution de I'équation ;K =0
% —1

1
Domaine : Le quotient 1 existe si z2 — 1 # 0.

22 —
Ora? — 140’41l a#-leta#l.
Donc D =R\ {-1,1}.

% — 1
T o102 =1 e = -,
2 —1 2

1
5 (
, . , . 1
Résolution de I'équation 1 — =z
22 +1

Résolution : On a

1
De plus, 3 €D.

Conclusion : On a donc |S = {

1
Domaine : Le quotient ——— existe si 2% 4+ 1 # 0.
22+ 1

Or 22 41#0 <= 22 # —1, ce qui est toujours vrai. Donc pour tout = € R, 2% +1 # 0.
Donc D =R.

Résolution : Onal ! <=>x2+1_1 = v = 2?2 = z(2? + 1) <= 22

ion: Onal—- ———==x — =z =z z® =x(z =
2 +1 x2+1 x2+1

Brre=at-r?+2=0=z@’-2+1)=0<=zr=00uz’—2+1=0.

Or le trindome 22 — x + 1 a pour discriminant A = (—=1)2 =4 x 1x1=1—-4 = —3 < 0 donc I"équation

22 — x4+ 1 = 0 ne posséde aucune solution.



(19)

(20)

—
Do
—

~

Conclusion : On a donc

2
-2
Résolution de 'équation H—Il =0
T —

. .ot —2 .

Domaine : Le quotient 1 existe si z — 1 # 0, soit # # 1. Donc D =R\ {1}.
2+ —2
Résolution : D’apres la regle du quotient nul, -1 - 0= 2?+2-2=0.
T —

Or le trindme 22 + x — 2 a pour discriminant A = 12 —4 x 1 x (=2) = 1+ 8 = 9 > 0 donc I'équation

-1-V9 -1+9

2% + 2 — 2 = 0 admet deux solutions données par ———— 2 =-2et ——— —y = 1.

Or —2 € D et 1 ¢ D. Donc I'équation étudiée admet une unique solution donnée par x = —2.

Conclusion : On a donc |S = {—2}.

Résolution de ’équation In(z) — In(z — 1) =1

Domaine : L’expression In(z) existe si @ > 0 et '’expression In(xz — 1) existe si  — 1 > 0, soit x > 1.

Donc D =]1, 400

€T

Résolution : Onaln(z) —In(z—1)=1<«<=1In =1
r—1 r—1

er—e<=e=cr—r<=e=x(lc—1) <= x= Plcare—laéo.
e —

De plus, e > ¢ — 1, donc > 1, donc ¢ 1 € D.

e — e —

Conclusion : On a donc |S = { ¢ }

e—1

1
Résolution de I’équation In <ar + —) =1In2
x

1 . .
Domaine : L’expression z + — existe si x # 0.

1
L’expression In ( ) existe si + > 0.

+

1
Orx+;>0
Donc D = R7.

>0 <= z >0 car pour tout z € R, 22+ 1 > 0.

2?2 +1

Résolution : Onaln (z-{— l) =In2 < 1+l=2<=>
T T

0= (z-1)2=0<=2-1=0=za=1.
De plus 1 € D.

Conclusion : On a donc |S = {1}.

Résolution de 1'équation In (31‘ — 2z2) =0

Domaine : L’expression In(3z — 22?) existe si 3z — 222 > 0.
Or 3z — 222 > (0 <= x(3 — 2z) > 0. On dresse le tableau :

=e<—>r=

=2« 241 =2 = 2?—2z+1=

3
- = -
x 00 0 2 o]
signe de z — — 0 +
signe de 3 — 2z - 0 + +
signe de x(3 — 2x) + 0 - 0 +

Donc par lecture du tableau, z(3 —2z) >0 <= 0 <z < g

Donc D = ]0,%[.



Résolution : Onaln(3z —22%) =0 <=3z — 222 =1 <= 222 - 32+ 1=0.
Or le trindme 222 — 3z + 1 a pour discriminant A = (=3)2 —4x2x 1 =9 —8 = 1 > 0 donc I’équation
3-VI_ 1 3+VI_

L_Lla
2x2 2%

222 — 3z +1 =0 admet d lutions donné -
T 1‘+ adme eux solutions donnees pa1 2 2)( 2

1
Deplus,EEDetleD.

1
Conclusion : On a donc |S = {5, 1}.
(23) Résolution de ’équation ede’ 1 = %

Domaine : Le quotient existe si e3® # 0, ce qui est toujours le cas par propriété de la fonction

o3z
exponentielle, donc on a D = R.

Résolution : Ona e’ 1 =¢3% e 422 — 1 = —37 <= 422+ 32— 1 =0.

Or le trinéme 422 + 3z — 1 a pour discriminant A = 3% —4 x 4 x (=1) = 9+ 16 = 25 > 0 donc 1’équation

—3— V25 -34+V25 1

4z —1 =0 admet d lutions donné —1let -
<+ 3z 0 admet deux solutions données par x4 e %4 1
. 1
Conclusion : On a donc |S = {—1, Z}
(24) Résolution de I'équation ©—— — X
ésolution de 1’équation ==
4 er 1 2

T

Domaine : L’expression 1 existe si e” + 1 # 0.
e
Ore®4+1#0<«= e” # —1, ce qui est toujours vrai par propriété de I'’exponentielle.
Donc D = R.
e’ —1
er +1

1
Résolution : Ona =3 = 2" —l)=e"+l=2e"-2=¢€"+1l = 2" —€" = 1—(-2)

e =3<=x=1In3

Conclusion : On a donc |S = {In3}.

Exercice 2 (1) -z — - < —x —2

N | W
DN | =

el

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

1 3 1 3 1 1 1
& ion : x-S <Zgp— —S< = <= <z:
Résolution Ona4:c 2_217 242 2_2x 417(:>2_4$<:)2_x,

Conclusion : On a donc |S = [2,+00].

(2) (x—1)(20—6) <0
Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

Résolution : On dresse le tableau de signe :

T —00 1 3 +00
signe de x — 1 — 0 - -
signe de 2z — 6 — - 0 +
signe de (z — 1)(2z — 6) + 0 - 0 +

Donc par lecture du tableau, (z — 1)(2z —6) < 0 <= 1<z < 3.

Conclusion : On a donc |S = [1, 3].

2z —1
> -1
3r+2 —

(3)



2 2 2
Domaine : Le quotient 33: > —1 existe si 3z + 2 # 0, soit x # -3 Donc D =R\ {_§ .
x

+2
2z — 1 2z — 1 2z — 1 2 5 1
Résolution : On a x > -1 < m +120<=>ﬂ20<=>0m+ >0
3z + 2 3z +2 3z + 2 3z +2
On dresse le tableau de signe :
T —00 2 ! +00
3 5
signe de 5z + 1 - — 0 +
signe de 3z + 2 — 0 + +
T+ 1 :
. q _
signe de 3 12 + 0 +
Par lecture du tableau, prt1 >0z < —g ouxr > —l.
3x 4+ 2 3 5

Conclusion : On a donc |S :]—oo, —g [U [—1,4-00 [

(4) z_1<1

T

Domaine : Le quotient 7 < 1 existe si z — 1 # 0, soit = # 1. Donc D =R\ {1}.

—(r—1 1
Résolution : Ona — <14=>L—1<0(=>w<0<=>—<04=>m—1<04=>
T — r—1 r—1 z—1
r <1
Conclusion : On a donc |S =] — o0, 1.
(5) 2?2 < —x

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

Résolution : Onaz’< —z<=2>+2 <0< z(z+1)<0.
On dresse le tableau de signe :

x —00 -1 0 +00
signe de = - - 0 -+
signe de x + 1 — 0 + +
signe de z(z + 1) + 0 - 0 +

Donc par lecture du tableau : z(z +1) <0 <= -1 <z <0.

Conclusion : On a donc |S = [—1,0].

2
xr
—>1
(6)2>0

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

2
Résolution: Ona % > 10 <= 22 > 20 <= 22-20 > 0 <= 22— (1/20)? > 0 <= (x—/20)(z+/20) >

0 <= (z—2V5)(z+2V5) >0
On dresse le tableau de signe :

x —00 -2V 2V/5 +00
signe de z — 2v/5 - — 0 +
signe de x 4+ 2v/5 - 0 + +
signe de 22 — 20 + 0 - 0 +

Donc par lecture du tableau : (z — 2v/5)(z +2V/5) > 0 <= 2 < —2/5 ou = > 2V/5.



Conclusion : On a donc IS =] — 00, —2v/5[U]2V/5, +00]. l
(7) 22 =22 —15<0

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

Résolution : Le trindome 22 —2z—15 < 0 a pour discriminant A = (—2)2—4x1x (—15) = 4460 = 64 > 0

2— /64 2464
done I'équation 22 — 2z — 15 = 0 posséde deux solutions données par Tﬁ =-3Jet +T6 = 5.
D’ou le tableau de signe :
T —00 -3 5 +00
signe de x? — 2z — 15 + 0 - 0 +

Donc par lecture du tableau : 22 — 2z — 15 < 0 <= —3 < x < 5.
Conclusion : On a donc m
(8) 4z > 22 +4
Domaine : En l'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

Résolution : Onadr > 22 4+4 <=2 - 4dr+4<0+= (2 -2 <0<= (-2 =0¢= 12 =
O<=z=2

Conclusion : On a donc
(9) 22 -22—-1<0
Domaine : En l'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.
Résolution : Le trinome 2> — 2z — 1 a pour discriminant A = (—=2)2 -4 x 1x (—=1) =4+4 =8 > 0 donc

2_2‘/§=1—\/§et2+‘/§=1+\/§.

I'équation 2% — 2z — 1 = 0 posséde deux solutions

2
On dresse le tableau de signe :
z —00 1—v2 14++v2 +00
signe de 22 — 2z — 1 + 0 - 0 +

Doncparlecteurdutableau:x2—2x—1§0<=>1—\/§§x§1+\/§.

Conclusion : On a donc ‘S =[1- V2,1 + \/5] ‘

2¢ — 1
10) 2= >1-2
1l—a
2 —
Domaine : Le quotient f existe si 1 — x # 0, soit x # 1. Donc D =R\ {1}.
—x
-1 2 —1 20 =14+ (1—2)2z -1
Résolution : On a m > 11— 20 — * +2r—12> 0« v +(1 z) (22 )ZO<=>
—x -z -
(2w—l)(1+1—x)20<=)(2$—1)(2—$)ZO
1—2 1—2
On dresse le tableau de signe :
1
T —00 = 1 2 400
2
signe de 2z — 1 — 0 + + +
signe de 2 — + + + 0 —
signe de 1 — x + -+ 0 - -
2 — 1)(2 — ‘ f
signedew - 0 + — 0 +
1—=x : :
2z —1)(2 — )

1
Donc par lecture du tableau : >0 3 <z<louxz>2

1—=x



(12)

(14)

1
Conclusion : On a donc |S = {5, 1[ U 2,400l

1 - 3
r—1"x2+3

existe si z — 1 # 0, soit = # 1 et le quotient

1
Domaine : Le quotient 3 existe si x + 3 # 0, soit

T — T+
x # —3.Donc D =R\ {-3,1}.
. 3 1 3 (z+3)—3(x—1) 6 — 2z
Résolut : O < = — <= ————— <= —m—
eSO A TS e 3T r -1 z+3° (z—1D)@+3) - @—1D(z+3)
On dresse le tableau de signe :
T —00 -3 1 3 +00
signe de 6 — 2z + + + 0 -
signe de z — 1 — 0 + + +
signe de x + 3 — — 0 + +
igne de —0— > + + 0
signe de —————— — _
& (z—1)(z +3)
Donc par lecture du tableau : _ b2 <0< —3<z<louz>3
P @-D(@+3) =
Conclusion : On a donc ‘S =] —3,1[U[3, +oo[.‘

<z
2 -1~

T
Domaine : Le quotient 1 existe si 2% — 1 # 0.

22 _
Oraz?—1#40<=22#1<=2# —-letx#1. DoncD=R\{-1,1}.
2 2 2-1)-2 33
Résolution : On a 1: <z x-— x ZO@MZO@I Jv20<:)
2 -1 2 —1 2 -1 2 -1
2 _
x(2? - 3) >0 s z(z —V3)(z+V3) > 0.
(z—1)(z+1) (z—1)(x+1)
On dresse le tableau de signe :
x —00 -3 -1 0 1 V3 +o0
signe de = — — -0 + + +
signe de = — /3 - - - - -0 +
signe de z+3 - 0 + + + + +
signe de = — 1 - — - -0 + 4
signe de = + 1 — — 0 + + + +
signe de 2(z — V3)(z + V3) - 0 + — () + -0 +
(z—1)(z+1) _ :

z(z = V/3)(z +V3)
(z—=1)(z+1)

Donc par lecture du tableau : >0 —V3<z<—-lou0<z<1louz>+3.

Conclusion : On a donc ’S = [—v/3, =1[U[0, 1[U[V/3, +oc. ‘
In(ln(z)) <0

Domaine : L’expression In(z) existe si x > 0 et dans ce cas, 'expression In(In(z)) existe si In(z) > 0.
Or In(z) > 0 <= z > 1. Donc D =|1, +0o0|.

Résolution : Onaln(ln(z)) <0<=In(z) < e’ <= (r)<l<=zr<el =z <e.

Conclusion : On a donc m

(In(z))? <1



(15)

Domaine : L’expression Inz existe a condition que x > 0 donc D = R7.

Résolution : On a (In(z))? < 1 <= (In(2))? = 1 <0 <= (In(z) — 1)(In(z) + 1) <0.
1

Orln(z) —1>0<«<=ln(z) >1<=z>cetln(z)+1>0<=In(z) > -1 <z > —.
e

On peut donc dresser le tableau de signe :

T 0 1 e +00
e .
signe de In(z) — 1 — - 0 +
signe de In(z) + 1 - 0 + +
signe de (In(x) — 1)(In(z) + 1) + 0 — 0 +

1
Donc par lecture du tableau : (In(z) — 1)(In(z) + 1) < 0 < - <z<e

Conclusion : On a donc |S§ = [l,e].

1—x 1+
In >0
1+x 11—z

1
Domaine : Le quotient 1

— 7 existe si 1 +x # 0, soit © # —1.
x

1 1 1
Le quotient 1 tr existe si 1 —x # 0, soit  # 1. Dans ce cas, 'expression In (1 + I) existe si 1 R > 0.
- - -
On dresse le tableau de signe :
T —00 -1 1 400
signe de 1+ x + 0 — —
signe de 1 — x - - 0 +
1
signe de 1 R — 0 + —
1+z
Donc par lecture du tableau : 12" 0<= —-1<z <1 DoncD=]—1,1].
1 14 (L) 14 14
— 1—
Résolution : On a T n z > 0 = >0 <= In ) > 0 car I > 0 sur le
1+ 1-x $EE 1—x 11—z
1 1 1 1 —(1- 2
domaine D. Or In e >0 <<= +z>1<=>—$—1>04=>w>04=> T >0
1-— - 1-=z 11— -
On dresse le tableau de signe :
T —00 0 1 +00
signe de 2x + 0 - -
signe de 1 — x — — 0 +
signe de — 0 + _

Conclusion : On a donc [S§ =]0, 1].

2
Donc par lecture du tableau : l_m >0<=0<z<1

(16) e < e~ (@+1)?

Domaine : En 'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.



Résolution : Onae ™ <e ) s g2 < —(241)2 = 22> (z+ 1)2 =22 > 22 + 204 1 <
1
0>2x+1<:>2z<—1<:>x<—§.

Conclusion : On a donc |S = ] —00, —% [
e’ —e " - l
et 4+ e " 2

€T —x

. . € € . . _
Domaine : Le quotient prpp— existe si e” +e7" # 0.
e +e

Ore®+e®#0<«=e"# —e " ce qui est toujours vrai car e* > 0 et —e~* < 0. Donc D = R.

20 _q

Résolution : O ez_e_z<1<=>ez_e% 1<O<=>Cc” 1<()<=>e2z_1 LS PN
jon: Ona ——— < — — = _ _ 1

Yo rer T2 eyl 2 EIFS 1 2
2(e** — 1) — (e** + 1) e —3

<0< ————<0.

2(e?* 4+ 1) 2(e?* +1)
Or pour tout z € R, e** > 0, donc 2(e** +1) > 0.

e -3 2 2 In(3)
Done ——— < 0= e -3<0<=e** <3 <= 2r <In@3) <=z < —.

2(e?* +1) 2

Conclusion : On a donc |S = ] —00, In(3) [

2¢—4a? > o—a?

Domaine : En I'absence d’opérations potentiellement interdites, le domaine est D = R.

. 4?2 2 1 2 1 2 — 8

Résolution : On a 2e”™ > ™" = —(f > — — - — 2 0= — > 0 car on a
edx er edx er edx

I'égalité e’ 3’ = 6412, ce qui a permis de réduire au plus petit dénominateur commun.

2
2 — 63z 2 2
OI‘TZO<=>2—63Z ZOcare“ > 0.
e

2 2 2
Or2—e31220<:>e3””2§2<:>3z2§ln(2)4:>z2§%@—H%Szﬁ”%.

Conclusion : On a donc |S = [_1 / ln:())Z), lln:(f)].
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1
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